
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

12η Εβδοµάδα

§ 3. Σχεδόν γραµµικά συστήµατα

Θα εξετάσουµε τώρα τα µη γραµµικά συστήµατα

(3.1)
dx

dt
= Φ(t,x),

όπου η Φ(t,x) είναι της κλάσεως C1
στην ε-περιοχή της αρχής των αξόνων.

΄Οπως και προηγουµένως, ϑα διερευνήσουµε την συµπεριφορά των τροχιών

του συστήµατος (3.1) κοντά στο σηµείο ισορροπίας x ≡ 0. Προφανώς το

µηδέν πρέπει να είναι λύση του (3.1) άρα

Φ(t,0) = 0.

Θα µελετήσουµε το σύστηµα (3.1), προσεγγίζοντάς το µε ένα κατάλληλο γραµ-

µικό σύστηµα. Καταρχήν ϑα δούµε τη σηµαίνει για ένα µη γραµµικό σύστηµα

τύπου (3.1) να είναι ”κοντά” σε ένα γραµµικό. Υποθέτουµε ότι η Φ(t,x) στην

ε-περιοχή της αρχής των αξόνων µπορεί να γραφτεί σε µορφή

Φ(t,x) = Ax + R(t,x),

όπου A είναι πίνακας µε σταθερούς συντελεστές. Θεωρούµε το γραµµικό

σύστηµα

(3.2)
dx

dt
= Ax.

Για να είναι το µη γραµµικό σύστηµα

(3.3)
dx

dt
= Ax + R(t,x)

”κοντά” στο σύστηµα (3.2), πρέπει να υποθέσουµε ότι ο όρος R(t,x) είναι

”µικρός”, δηλαδή ικανοποιεί την συνθήκη

(3.4)
‖R‖
‖x‖

→ 0 καθώς x→ 0

οµοιόµορφα ως προς t όταν t ≥ t0 για κάποιο t0. ΄Ενα τέτοιο σύστηµα (3.3)

ονοµάζεται σχεδόν γραµµικό.

Το σύστηµα (3.2) ονοµάζεται σύστηµα πρώτης προσέγγισης για το σύστηµα

(3.3). Αφού υποθέτουµε ότι ο µη γραµµικός όρος είναι µικρός σε σύγκριση

µε το γραµµικό όρο, όταν το x → 0, είναι λογικό να ελπίζουµε ότι οι τροχιές

του γραµµικού συστήµατος µας δίνουν καλή προσέγγιση των λύσεων του µη

γραµµικού στην ε-περιοχή της αρχής των αξόνων.

Θεώρηµα 3.1. Υποθέτουµε ότι το σύστηµα (3.1) µπορεί να γραφτεί σε µορφή

(3.3), όπου R(t,x) ικανοποιεί την (3.4). Αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα A έχουν

αρνητικά πραγµατικά µέρη, τότε το σηµείο ισορροπίας x ≡ 0 είναι ασυµπτωτικά

ευσταθές για το σύστηµατα (3.1).

Αν τουλάχιστον µια ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης έχει ϑετικό πραγµα-

τικό µέρος, τότε το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος είναι εκτός του περιεχόµενου του συγγράµ-

µατος, ϑα επισηµάνουµε µόνο ότι ϐασίζεται στην κατασκευή της κατάλληλης
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συνάρτησης Lyapunov. Με συναρτήσεις Lyapunov ϑα ασχοληθούµε στην

επόµενη παράγραφο.

Παρατήρηση 3.1. Το ϑεώρηµα δεν µπορεί να εφαρµοστεί αν τουλάχιστον

µια ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης έχει πραγµατικό µέρος ίσο µε το µηδέν.

Υπάρχει απλός τρόπος κατασκευής του σηστήµατος (3.3) χρησιµοποιώντας

το ανάπτυγµα Taylor (ως προς x). Πράγµατι, έχουµε

Φ1(t,x) = Φ1x1(t,0)x1 + · · ·+ Φ1xn(t,0)xn +R1(t,x),

Φ2(t,x) = Φ2x1(t,0)x1 + · · ·+ Φ2xn(t,0)xn +R2(t,x),

(3.5) · · ·

Φn(t,x) = Φnx1(t,0)x1 + · · ·+ Φnxn(t,0)xn +Rn(t,x).

Εδώ λάβαµε υπόψη ότι Φ(t,0) = 0, αφού υποθέτουµε ότι x ≡ 0 είναι λύση

του σηστήµατος. Προφανώς η συνθήκη (3.4) επαληθεύεται. ΄Αρα έχουµε

Φ(t,x) = Ax + R(t,x).

µε

(3.6) A =


Φ1x1(t,0) · · · Φ1xn(t,0)
Φ2x1(t,0) · · · Φ2xn(t,0)
· · ·

Φnx1(t,0) · · · Φnxn(t,0)


Σύµφωνα µε το Θεώρηµα (3.1) αν ο πίνακας A είναι µε σταθερούς συντελεστές

και όλες οι ιδιοτιµές του έχουν αρνητικά πραγµατικά µέρη, τότε το σηµείο

ισορροπίας x ≡ 0 είναι ασυµπτωτικά ευσταθές και για τα δυο. Αν τουλάχιστον

µια ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης έχει ϑετικό πραγµατικό µέρος, τότε το

σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές. Αν το σύστηµά µας είναι αυτόνοµο (Φ =
Φ(x)), τότε προφανώς ο πίνακας A είναι µε σταθερούς συντελεστές.

Παράδειγµα 3.1. Εξετάστε την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας x ≡ 0,
y ≡ 0 του συστήµατος

dx

dt
= x− y + x2 + y2 sin t,

dy

dt
= x+ y − y2.

Λύση. Εδώ

Φ1(t, x, y) = x− y + x2 + y2 sin t,

Φ2(x, y) = x+ y − y2.
΄Αρα

A =

(
1 −1
1 1

)
και ο µη γραµµικός όρος του συστήµατος είναι

R = (R1, R2) = (x2 + y2sin t,−y2).
Παρατηρούµε ότι εδώ το δευτερο µέρος είναι ήδη γραµµένο σε Ϲητούµενη

µορφη (3.5). Συνεπώς το αντίστοιχο γραµµικό σύστηµα ϑα πάρει τη µορφή

dx

dt
= x− y,

dy

dt
= x+ y.
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Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι η∣∣∣∣ 1− k −1
1 1− k

∣∣∣∣ = 0 =⇒ k2 − 2k + 2 = 0, k1,2 = 1± i.

Εποµένως το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές.

Παράδειγµα 3.2. Εξετάστε την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας x ≡ 0,
y ≡ 0 του συστήµατος

dx

dt
= 2x+ 8sin y,

dy

dt
= 2− ex − 3y − cos y.

Λύση. ΄Εχουµε

Φ1(x, y) = 2x+ 8 sin y = 2x+ 8(y − y3/3! + · · · ) = 2x+ 8y +R1,

Φ2(x, y) = 2−ex−3y−cos y = 2−(1+x+x2/2+· · · )−3y−(1−x2/2+· · · ) =

−x− 3y +R2,

άρα ο πίνακας A είναι ο εξής

A =

(
2 8
−1 −3

)
και τα πραγµατικά µέρη των ιδιοτιµών του είναι −1/2, άρα έχουµε ασυµπτω-

τική ευστάθεια.

Προφανώς µπορούµε να ϐρούµε τον πίνακα A κατευθείαν από τον τύπο

(3.6). ?

΄Οπως είχαµε αναφέρει η µέθοδος αυτή δεν µας δίνει πάντα το αποτέλεσµα,

ακόµα και σε απλές περιπτώσεις.

Παράδειγµα 3.3. Εξετάστε την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας για την

εξίσωση (µαθηµατικό εκκρεµές)

x′′ + sinx = 0.

Λύση. Ανάγουµε την εξίσωση σε σύστηµα

dx

dt
= y,

dy

dt
= − sinx.

Εδώ ο πίνακας A είναι ο εξής

A =

(
0 1
−1 0

)
και οι ιδιοτιµές ±i, άρα το Θεώρηµα 3.1 δεν µπορεί να δώσει απάντηση. Θα

την δώσουµε στην επόµενη παράγραφο (ϐλ. Παράδειγµα 4.6).

Παράδειγµα 3.4. Εξετάστε την ευστάθεια της λύσης x = 1, y = −1 για το

σήστηµα:

x′ = e2+y−x + y,

y′ = x+ xy.

Λύση. Για ξ = x− 1 και η = y + 1 έχουµε

ξ′ = eη−ξ + η − 1,

η′ = η + ξη.
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µελετάµε την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας για το καινούργιο σύστηµα.

΄Εχουµε

Φ1(ξ, η) = eη−ξ + η − 1,

Φ2(ξ, η) = η + ξη.

προφανώς Φ1ξ(0, 0) = −1, Φ1η(0, 0) = 2, Φ2ξ(0, 0) = 0, Φ2η(0, 0) = 1, άρα ο

πίνακας A είναι ο εξής

A =

(
−1 2
0 1

)
και οι ιδιοτιµές του είναι ±

√
3, άρα έχουµε αστάθεια. ?

§ 4. Μη γραµµικά συστήµατα, συνάρτηση Lyapunov

Θα περάσουµε τώρα σε µια άλλη µέθοδο διερεύνησης της ευστάθειας των

σηµείων ισορροπίας, που ονοµάζεται δεύτερη µέθοδος του Lyapunov ή άµεση

µέθοδος.

Θεώρηµα 4.1(Lyapunov). ΄Εστω ότι υπάρχει µια συνεχώς παραγωγίσιµη

συνάρτηση V(x), η οποία σε µια ε-περιοχή το σηµείου x = 0 ικανοποιεί τις

ακόλουθες συνθήκες

1. V ≥ 0 και V = 0 µόνο όταν x = 0,
2. υπάρχει t0 τ.ω. για t ≥ t0

(4.1)
dV
dt

=
n∑
k=1

∂V
∂xk

Φk(t,x) ≤ 0,

τότε το σηµείο ισορροπίας x ≡ 0 είναι ευσταθές.

Πριν περάσουµε στην απόδειξη ας κάνουµε µερικές παρατηρήσεις. Η συ-

νάρτηση V(x) ονοµάζεται συνάρτηση του Lyapunov. Στην συνθήκη (4.1) την

παράγωγο της V ως προς t την παίρνουµε κατά µήκος της τροχιάς του συστή-

µατος. Πράγµατι

(4.2)
d

dt
V(x(t)) =

n∑
k=1

∂V
∂xk

dxk
dt

.

Αν x = (x1, . . . , xn) ικανοποιεί το σύστηµα (0.1), δηλαδή είναι τροχιά του

συστήµατος (0.1), τότε µπορούµε να αντικαταστήσουµε τις παραγώγους των

xk(t) ως προς t στην (4.2) µε αντίστοιχα δεύτερα µέρη του συστήµατος (0.1),

και έτσι ϑα καταλήξουµε στην σχέση

dV
dt

=

n∑
k=1

∂V
∂xk

Φk.

Απόδειξη (του ϑεωρήµατος Lyapunov). Με Σc ϑα συµβολίσουµε το σύνολο

των σηµείων x στα οποία V ≤ c:

Σc = {x : V(x) ≤ c}.

Επίσης µε Bε και µε Bδ ϑα συµβολίσουµε µπάλες µε κέντρο στο µηδέν και

ακτίνα ε και δ αντιστοίχως :

Bε = {x : |x| ≤ ε}, Bδ = {x : |x| ≤ δ}.
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Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι V(0) = 0 είναι γνήσιο ελάχιστο, συµπεραί-

νουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχουν c και δ > 0 τέτοιοι ώστε

Bδ ⊂ Σc ⊂ Bε,

προφανώς δ < c < ε. Για τα σηµεία x ∈ Bδ ισχύει ότι V(x) < c. ∆ιαλέγουµε

το αρχικό σηµείο x(t0) να ανήκει στην δ-περιοχή του x = 0, δηλαδή

|x(t0)| ≤ δ

και έχουµε

V(x(t0)) < c.

Επειδή η συνάρτηση V, σύµφωνα µε την συνθήκη (4.1), δεν αυξάνει κατά

µήκος οποιασδήποτε τροχιάς, άρα

V(x(t)) < c ∀t ≥ t0,

που σηµαίνει ότι η x(t) δεν µπορεί να ϐγεί εκτός του Σc συνεπώς και εκτός

της µπάλας Bε, δηλαδή

|x(t)| < ε ∀t ≥ t0.
�

Παράδειγµα 4.1. Θεωρούµε το εξής σύστηµα

dx

dt
= Φ(x)

αν το διανυσµατικό πεδίο Φ(x) είναι συντηρητικό και το δυναµικό του η συ-

νάρτηση φ(x) στο 0 έχει γνήσιο µέγιστο, τότε η συνάρτηση Lyapunov είναι

η

V(x) = φ(0)− φ(x)

και το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές.

Πράγµατι, V(0) = 0, V(x) > 0 για x 6= 0 και

dV
dt

= −
n∑
i=1

∂φ

∂xi

dxi
dt

= −
n∑
i=1

( ∂φ
∂xi

)2
≤ 0.

Εδώ (αφού ∇φ = Φ και x′i = Φi = φxi ).

Παράδειγµα 4.2. Θεωρούµε το εξής σύστηµα

dxi
dt

=
n∑
j=1

aij(t)xj , i = 1, ..., n.

όπου aij(t) = −aji(t) για i 6= j και aii(t) ≤ 0. Η συνάρτηση Lyapunov σε

αυτή τη περίπτωση είναι η

V(x) =
n∑
i=1

x2i

και το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές.

Πράγµατι, V(0) = 0, V(x) > 0 για x 6= 0 και

dV
dt

= 2
n∑
i=1

xi
dxi
dt

= 2
n∑
i

aii(t)x
2
i ≤ 0.
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Θεώρηµα 4.2 Lyapunov (ασυµπτωτικής ευστάθειας). Αν ισχύουν όλες οι

προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος 4.1, και επιπλέον για κάθε δ0 > 0 υπάρχει µια

σταθερά β > 0 τ.ω.

(4.3)
dV
dt
≤ −β < 0 για

n∑
k=1

x2k ≥ δ20 > 0, t ≥ t0,

τότε το σηµείο ισορροπίας x ≡ 0 είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.

Απόδειξη. Η η λύση x ≡ 0 είναι ευσταθής, δηλαδή ∀ε > 0 ∃δ > 0 τέτοιο

ώστε

|x(t)| < ε ∀t ≥ t0 αν |x(t0)| < δ.

Λόγω της (4.1) η V µονοτονικά ϕθίνει κατά µήκος της τροχιάς, άρα

lim
t→∞
V(x(t)) = α ≥ 0.

Θα δούµε ότι α = 0. ΄Εστω α > 0, άρα η τροχιά ϐρίσκεται στην περιοχή

V ≥ α > 0 για όλα τα t ≥ T0 για κάποιο T0 ≥ t0. Σε αυτή τη περιοχή η V
ικανοποιεί την συνθήκη (4.3), άρα

dV
dt
≤ −β < 0 για t ≥ T0.

Ολοκληρώνοντας αυτή την ανισότητα από T0 έως t, παίρνουµε

(4.4) V(x(t)) ≤ V(x(T0))− β(t− T0).
Παίρνοντας το t αρκετά µεγάλο ϐλέπουµε ότι το δεξί µέρος της (4.4) γίνεται

αρνητικό και εποµένως V(x(t)) < 0, όπου αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την

προϋπόθεση ότι V(x(t)) > 0. Συνεπώς α = 0. ΄Οµως υπάρχει µόνο ένα

σηµείο, στο οποίο µηδενίζεται η V, είναι το σηµείο x = 0. Συνεπώς

lim
t→∞

x(t) = 0,

δηλαδή το σηµείο ισορροπίας x ≡ 0 είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.

�

Παράδειγµα 4.3. Εξετάστε αν είναι ασταθές ή ευσταθές το σηµείο ισορρο-

πίας του συστήµατος

dx

dt
= −y2x+ y3,

dy

dt
= −x3 − y3x4.

Λύση. Θα προσπαθήσουµε να κατασκευάσουµε µια συνάρτηση Lyapunov.
Θέλουµε η V να ικανοποιεί τις συνθήκες

V > 0 για (x, y) 6= (0, 0), V(0, 0) = 0 και
dV
dt
≤ 0.

Αφού

dV
dt

=

n∑
k=1

∂V
∂xk

Φk(t, x1, . . . , xn) ≤ 0

οι µερικές παράγωγοι της V πρέπει να ικανοποιούν την σχέση

Vx(−y2x+ y3) + Vy(−x3 − y3x4) ≤ 0.

∆ιαλέγοντας Vx = x3, Vy = y3 λαµβάνουµε

x3(−y2x+ y3) + y3(−x3 − y3x4) = −y2x4 − y6x4 ≤ 0.
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΄Αρα η

V(x, y) = (x4 + y4)/4
ϑα είναι η Ϲητούµενη συνάρτηση Lyapunov. Πράγµατι V(0, 0) = 0, V > 0

αν (x, y) 6= (0, 0) και

dV
dt

= Vx(−y2x+ y3) + Vy(−x3 − y3x4) = −y2x4(1 + y2) ≤ 0.

΄Αρα το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές, επειδή όµως η
dV
dt µηδενίζεται ό-

χι µόνο στο σηµείο (0, 0) συνεπώς το Θεώρηµα 4.2 δεν µας εξασφαλίζει την

ασυµπτωτική ευστάθεια.

Παράδειγµα 4.4. Να δειχθεί ότι το σηµείο ισορροπίας του συστήµατος

dx

dt
= −x− xy2,

dy

dt
= −y − x2y

είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.

Λύση. Θα προσπαθήσουµε να κατασκευάσουµε µια συνάρτηση Lyapunov
της µορφής

V(x, y) = ax2 + bxy + cy2.

Είναι γνωστό ότι για να είναι ϑετικά ορισµένη µια τετραγωνική συνάρτηση ϑα

πρέπει οι συντελεστές a, b, c να ικανοποιούν τις σχέσεις :

a > 0, 4ac− b2 > 0.

΄Εχουµε

Vx = 2ax+ by, Vy = bx+ 2cy,

άρα

dV
dt

= (2ax+ by)(−x− xy2) + (bx+ 2cy)(−y − x2y) =

= −[2a(x2 + x2y2) + b(2xy + xy3 + x3y) + 2c(y2 + x2y2)].

Αν επιλέξουµε b = 0 και a = c = 1/2, τότε

dV
dt

= −[x2 + 2x2y2 + y2] ≤ 0, V =
x2 + y2

2
≥ 0,

V(x, y) = 0⇔ (x, y) = (0, 0).

Αρα το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές.

Επίσης αν

x2 + y2 ≥ δ20 ,
τότε

dV
dt
≤ −β µε β = δ20 .

΄Αρα το σηµείο ισορροπίας είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.

Παράδειγµα 4.5. Εξετάστε την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας για το

σύστηµα

dx

dt
= y,

dy

dt
= −y2 − 2y.
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Λύση. Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση

V = x2 + xy + y2,

είναι συνάρτηση Lyapunov. Προφανώς V ≥ 0 και V = 0 µόνο στο σηµείο

(0, 0), άρα αρκεί ναι ϐεβαιωθούµε ότι ισχύει η ανισότητα (4.1).

΄Εχουµε

Vxy + Vy(−y2 − y) =

(2x+ y)y − (x+ 2y)(y2 + 2y) = −3y2 − xy2 − 2y3 = −y2(3 + x+ 2y).

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι 3 + x+ 2y ≥ 0 αν x2 + y2 < 1 συνεπώς

dV
dt
≤ 0

στην ε περιοχή του (0, 0) µε ε = 1.
Παρατηρούµε ότι

dV
dt = 0 όχι µόνο στο (x, y) = (0, 0), δηλαδή για x2 +y2 >

δ όσο µικρό και να είναι το δ µπορούµε να εχουµε
dV
dt = 0 (π.χ. x > δ και

y = 0). ΄Αρα το Θεώρηµα 4.2 δεν µας εξασφαλίζει την ασυµπτωτική ευστάθεια.

Μπορούµε µε απλό τρόπο να διαπιστώσουµε ότι ασυµπτωτική ευστάθεια δεν

υφίσταται σε αυτή την περίπτωση. Πράγµατι η σταθερή συνάρτηση φ = (γ, 0)
είναι λύση (και το γ µπορέι να είναι όσο ϑέλουµε µικρό). Προφανώς

lim
t→∞
|φ| = |γ| 6= 0.

Παράδειγµα 4.6. Εξετάστε την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας για το

σύστηµα

dx

dt
= −x+

x3

2
+ xy2,

dy

dt
= −y +

y3

2
+ y(2− et).

Λύση. Θα αποδείξουµε οτι η συνάρτηση

V = x2 + y2,

είναι συνάρτηση Lyapunov. Προφανώς V ≥ 0 και V = 0 µόνο στο σηµείο

(0, 0). Παρατηρούµε ότι η ανισότητα (4.1) πρέπει να ισχύει µόνο για t ≥ t0
για κάποιο t0. ΄Εχουµε

dV
dt

= 2x(−x+
x3

2
+ xy2) + 2y(−y +

y3

2
+ y(2− et)) =

−2(x2 + y2) + (x2 + y2)2 + 2y2(2− et).
Προφανώς για

x2 + y2 ≤ 2 = ε

έχουµε ότι

−2(x2 + y2) + (x2 + y2)2 ≤ 0

και για t ≥ t0 = ln 2 ισχύει ότι 2− et ≤ 0. Αφού

dV
dt
≤ 0

για t ≥ ln 2 και x2 + y2 ≤ 2 συµπεραίνουµε ότι το σηµείο ισορροπίας είναι

ευσταθές. Αρα η v = x2 + y2 είναι συνάρτηση Lyapunov.

Η ασυµπτωτική ευστάθεια αποδεικνύεται όπως στο Παράδειγµα 4.4.
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Παράδειγµα 4.7. Εξετάστε την ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας για την

εξίσωση (µαθηµατικό εκκρεµές)

x′′ + sinx = 0.

Λύση. Ανάγουµε την εξίσωση σε σύστηµα

dx

dt
= y,

dy

dt
= − sinx.

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση

V =
1

2
y2 + 1− cosx,

είναι συνάρτηση Lyapunov. Προφανώς cosx = 1 µόνο για x = 0, 2πk, k =
1, 2, .... Συνεπώς, αν πάρουµε, π.χ., ε = 1, τότε στην ε περιοχή του σηµείου

(0, 0) ισχύει ότι V ≥ 0 και V = 0 µόνο στο (0, 0). Πρέπει να ϐεβαιωθούµε ότι

ισχύει η (4.1). ΄Εχουµε

dV
dt

= Vxy + Vy(− sinx) = 0.

΄Αρα το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθές.

?
Τέλος, ϑα κάνουµε την εξής παρατήρηση, στο Θεωρήµατα 4.1, 4.2, η συ-

νάρτηση V µπορεί να εξαρτάται από την µεταβλητή t, σε αυτήν την περίπτωση

η συνθήκη 1. του ϑεωρήµατος πρέπει να αντικατασταθεί µε την ακόλουθη

1
∗
, V(t,x) ≥W (x), όπου η συνεχής συνάρτησηW (x) έχει γνήσιο ελάχιστο

στο σηµείο x = 0 και V(t,0) = W (0) = 0,
επιπλέον η συνθήκη 2. έχει τη µορφή

2.
∗

dV
dt

=
∂V
∂t

+
n∑
k=1

∂V
∂xk

dxk
dt
≤ 0.

Η απόδειξη ουσιαστικά παραµένει η ίδια.


